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Το γραμμικό υπόδειγμα 

1. Εξειδίκευση και υποθέσεις και σχόλια 

Γραμμικό υπόδειγμα είναι κάθε σχέση της μορφής: 

 += Xy . 

X ,    πεπερασμένη και μη στοχαστική μήτρα με n γραμμές, k στήλες και βαθμό k. Αν 

η μήτρα είναι στοχαστική τότε δεν εξασφαλίζεται η αμεροληψία του 

εκτιμητή. 

( ) 0XX . Αν η ορίζουσα είναι μηδέν, τότε η μήτρα δεν αντιστρέφεται και κατά 

συνέπεια δεν υπάρχει εκτιμητής.  

( ) 0=E . Αν τα κατάλοιπα δεν έχουν αναμενόμενη τιμή μηδέν, τότε υπάρχει λάθος 

στην εξειδίκευση, δηλαδή λάθος στη θεωρία. Αυτό σημαίνει πως τα 

αποτελέσματα της οικονομετρίας δεν έχουν νόημα. Με άλλα λόγια η 

οικονομετρία επειδή προϋποθέτει μηδενική αναμενόμενη τιμή των 

καταλοίπων, θεωρεί εξ ορισμού σωστή την οικονομική θεωρία και 

ενδιαφέρεται μόνο για τις αριθμητικές τιμές των παραμέτρων (το διάνυσμα β). 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) 2

iiiiiiii EEEEV  ==




 −


−= . Η διακύμανση των καταλοίπων 

οποιασδήποτε παρατήρησης του δείγματος. 

( ) ( )( ) ( )( )  IEEEE 2 =


−−=  Η διακύμανση είναι στην πραγματικότητα 

μήτρα διακυμάνσεων –στην κύρια διαγώνιο- και συνδιακυμάνσεων –εκτός 

κυρίας διαγωνίου- του διανύσματος των καταλοίπων ολόκληρου του 

δείγματος. Αυτή η υπόθεση σημαίνει πως οι διακυμάνσεις των καταλοίπων 

όλων των παρατηρήσεων είναι ίσες μεταξύ τους και οι συνδιακυμάνσεις είναι 

όλες μηδέν, δηλαδή το δείγμα είναι τυχαίο (μηδενική αυτοσυσχέτιση) και έχει 

ληφθεί σε σταθερές συνθήκες (ομοσκεδαστικό). 

( )IN 2,0~  . Αυτή η υπόθεση θα μας χρησιμεύσει για το στατιστικό έλεγχο των 

υποδειγμάτων. 



 

2. Εκτιμητής ελαχίστων τετραγώνων 

Λύνοντας τη σχέση  += Xy  ως προς τα κατάλοιπα (στον πληθυσμό) προκύπτει το 

διάνυσμα: 

  Xy −=  

Στην πραγματικότητα όμως δεν έχουμε διαθέσιμο τον πληθυσμό. Αυτό που έχουμε 

στα χέρια μας είναι ένα συγκεκριμένο δείγμα, οπότε ισχύει: 

 Xbye −=  

Υπολογίζουμε το εσωτερικό γινόμενο του διανύσματος e (δηλαδή το άθροισμα των 

τετραγώνων των καταλοίπων): 

 ( ) ( )XbyXbyee −


−=  

Εφαρμόζουμε την ιδιότητα του ανάστροφου του αθροίσματος μητρών 

( ) BABA =


 , οπότε: 

 ( )( )XbyXbyee −−=  

Εκτελούμε τις πράξεις: 

 XbXbyXbXbyyyee +−−=  

Παραγωγίζουμε ως προς το διάνυσμα b 

 ( ) ( )XbXbyXbXbyyy
b

ee
b

+−−=







 

Παρατηρούμε ότι: 

 ( ) yXbXby =


  οπότε yXbyXbXby −=−− 2  

Αντικαθιστούμε,  

 ( ) ( )XbXbyXbyy
b

ee
b

+−= 2







 

Εφαρμόζουμε την ιδιότητα της παραγώγισης αθροίσματος συναρτήσεων: 

 ( ) ( ) ( ) ( )XbXb
b

yXb
b

yy
b

ee
b

+−=















2  

Κατά τα γνωστά η παράγωγος σταθεράς είναι μηδέν. (Το εσωτερικό γινόμενο ( )yy  

δεν αλλάζει όταν μεταβάλλεται το διάνυσμα b). 

 ( ) XbXyXbee
b

+−= 220



 

Για την εύρεση του ακρότατου εξισώνουμε την πρώτη παράγωγο με το μηδέν 



 ( ) 0=ee
b


 

Αντικαθιστούμε: 

 022 =+− XbXyX  

Χωρίζουμε γνωστούς από αγνώστους: 

 yXXbX = 22  

Απαλείφουμε το 2: 

 yXXbX =  

Για την επίλυση της εξίσωσης προπολλαπλασιάζουμε και τα δύο μέλη με ( ) 1−
XX : 

 ( ) ( ) yXXXXbXXX =
−− 11

 

Εκτελούμε τις πράξεις 

 ( ) yXXXIb =
−1

 

Ο εκτιμητής των ελαχίστων τετραγώνων είναι: 

 ( ) yXXXb =
−1

 

Εδώ πρέπει να σημειωθεί πως ο εκτιμητής είναι ελάχιστο καθώς η δεύτερη 

παράγωγος είναι θετικά ορισμένη μήτρα  και συγκεκριμένα  

 ( ) 0222 =+−


XXXbXyX
b


 

 

 

3. Αμεροληψία του εκτιμητή 

Η αμεροληψία είναι εκείνη η ιδιότητα που εξασφαλίζει ότι η διαδικασία που 

ακολουθούμε είναι σωστή. Το λάθος (δηλαδή η διαφορά ανάμεσα στην πραγματική 

τιμή της παραμέτρου β στο πληθυσμό και στην τιμή b που εκτιμάμε από το δείγμα) 

οφείλονται μόνο σε τυχαίους παράγοντες. Μαθηματικά η αμεροληψία είναι 

 ( ) =bE . 

Ο εκτιμητής ελαχίστων τετραγώνων είναι: 

 ( ) yXXXb =
−1

 

Αντικαθιστούμε το διάνυσμα y με το ίσο του από το γραμμικό υπόδειγμα: 

 ( ) ( ) +=
−

XXXXb
1

 

Εκτελούμε τις πράξεις: 

 ( ) ( )  XXXXXXXb +=
−− 11

 



Ο συντελεστής του β είναι η μοναδιαία μήτρα: 

 ( )  XXXIb +=
−1

 

Οπότε: 

 ( )  XXXb +=
−1

 

Μεταφέρουμε το β στο αριστερό μέλος της εξίσωσης: 

 ( )  XXXb =−
−1

 

Υπολογίζουμε τις αναμενόμενες τιμές της προηγούμενης σχέσης: 

 ( ) ( )  XXXEbE =−
−1

 

Εφαρμόζουμε ιδιότητες αναμενόμενων τιμών. Εξ υποθέσεως η μήτρα Χ δεν είναι 

στοχαστική, άρα συμπεριφέρεται ως σταθερή ποσότητα. Οπότε: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) EXXXEbE =−
−1

 

Εξ υποθέσεως επίσης η αναμενόμενη τιμή των καταλοίπων είναι μηδέν, οπότε: 

 ( ) 0=− bE  

Συνεπώς: 

 ( ) =bE  

Άρα ο εκτιμητής είναι αμερόληπτος. 

 

 

4. Διακύμανση του εκτιμητή ελαχίστων τετραγώνων 

Ο εκτιμητής ελαχίστων τετραγώνων b είναι τυχαία μεταβλητή. Αυτό συμβαίνει γιατί 

είναι συνάρτηση σταθερών ποσοτήτων και τυχαίων μεταβλητών όπως φαίνεται από 

τη σχέση ( )  XXXb +=
−1

. Συγκεκριμένα το διάνυσμα β των παραμέτρων στον 

πληθυσμό και η μήτρα Χ που ελέγχει ο ερευνητής δεν είναι τυχαίες μεταβλητές, ενώ 

το διάνυσμα των καταλοίπων ε είναι τυχαία μεταβλητή. Κατά συνέπεια η τυχαία 

φύση του εκτιμητή μας επιβάλλει να μελετήσουμε και τη διακύμανση του. 

 Παρατηρούμε ότι ο εκτιμητής είναι διάνυσμα. Αυτό σημαίνει πως στην 

πραγματικότητα έχουμε εκτιμήσει τόσες τυχαίες μεταβλητές, όσες είναι και οι 

γραμμές του διανύσματος β. Παραδείγματος χάριν στη συνάρτηση κατανάλωσης 

εκτιμούμε την αυτόνομη κατανάλωση (σταθερός όρος) και την οριακή ροπή για 

κατανάλωση (κλίση της ευθείας). Έτσι, η διακύμανση του εκτιμητή είναι στην 

πραγματικότητα μήτρα διακυμάνσεων (στην κύρια διαγώνιο) και 

συνδιακυμάνσεων (εκτός κυρίας διαγωνίου) των εκτιμήσεων. Οι διακυμάνσεις μας 



δίνουν τη μεταβλητότητα (το αναμενόμενο σφάλμα ως προς την πραγματική τιμή του 

β) των εκτιμήσεων από δείγμα σε δείγμα, ενώ οι συνδιακυμάνσεις μας δείχνουν την 

επίδραση που έχει το λάθος της εκτίμησης μιας παραμέτρου (π.χ. της αυτόνομης 

κατανάλωσης) στην εκτίμηση άλλης παραμέτρου (π.χ. στην οριακή ροπή για 

κατανάλωση).  

Κατά τα γνωστά η διακύμανση ορίζεται ως: 

 ( ) ( )( )




 

−−=  bbEbV  

Αντικαθιστούμε την απόκλιση του εκτιμητής από την αληθή τιμή με το ίσο της 

 ( ) ( )  ( )  






 
=

−−
 XXXXXXEbV

11
 

Εφαρμόζουμε την ιδιότητα του ανάστροφου του γινομένου μητρών ( ) ABAB =


: 

 ( ) ( )  ( )  11 −−
= XXXXXXEbV   

Εκτελούμε τις πράξεις: 

 ( ) ( ) ( ) 11 −−
= XXXXXXEbV   

Εξ υποθέσεως η μήτρα Χ δεν είναι στοχαστική, άρα συμπεριφέρεται ως σταθερή 

ποσότητα. Οπότε: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 11 −−
= XXXEXXXbV   

Αντικαθιστούμε την παράσταση ( ) E  με το εξ υποθέσεως ίσο της I2 : 

 ( ) ( ) ( ) 121 −−
= XXIXXXXbV   

Η διακύμανση των καταλοίπων είναι βαθμωτό (αριθμός) 2 είναι βαθμωτό, οπότε  

 ( ) ( ) ( ) 112 −−
= XXIXXXXbV   

Εκτελούμε τις πράξεις με τη μοναδιαία μήτρα: 

 ( ) ( ) ( ) 112 −−
= XXXXXXbV   

Οπότε προκύπτει: 

 ( ) ( ) IXXbV
12 −

=   

Συνεπώς: 

 ( ) ( ) 12 −
= XXbV   

Η μήτρα διακυμάνσεων συνδιακυμάνσεων των καταλοίπων έχει διαστάσεις kk  . 

Δεν πρέπει να συγχέεται με τη μήτρα διακυμάνσεων-συνδιακυμάνσεων των 

καταλοίπων, η οποία έχει διαστάσεις nn . 



5. Εκτιμητής της διακύμανσης των καταλοίπων 

Η διακύμανση των καταλοίπων εξ ορισμού είναι: 

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) 2

iiiiiiii EEEEV  ==




 −


−=  

Από την υπόθεση περί ισότητας των διακυμάνσεων όλων των παρατηρήσεων 

προκύπτει ότι η διακύμανση των καταλοίπων είναι: 

 ( ) 2 =E  

Στην πραγματικότητα όμως δεν έχουμε διαθέσιμο τον πληθυσμό. Αυτό που έχουμε 

στα χέρια μας είναι ένα συγκεκριμένο δείγμα, οπότε ισχύει: 

 ( )eeE   

Το διάνυσμα των καταλοίπων που εκτιμάμε στο δείγμα είναι: 

 Xbye −=  

Αντικαθιστούμε το y με το ίσο του: 

 ( ) yXXXXye −=
−1

 

Εκτελούμε τις πράξεις: 

 ( ) ( ) +−+=
−

XXXXXXe
1

 

Αντικαθιστούμε το b με το ίσο του: 

 ( ) ( )  XXXXXXXXXXe −−+=
−− 11

 

Εκτελούμε τις πράξεις: 

 ( )  XXXXXIXe −−+=
−1

 

Απαλείφουμε τους όρους με αντίθετο πρόσημο: 

 ( )  XXXXXXe −−+=
−1

 

Οπότε προκύπτει: 

 ( )  XXXXe −=
−1

 

Παρατηρούμε ότι  I= , οπότε: 

 ( )  XXXXIe −=
−1

 

Βγάζουμε κοινό παράγοντα το  . Ο κοινός παράγοντας μεταπολλαπλασιάζεται με τη 

μήτρα, γιατί βρίσκεται στο δεξί πλευρό των όρων στους οποίους είναι κοινός 

παράγων : 

 ( )( )XXXXIe −=
−1

 



Οι διαστάσεις της μήτρας ( )( )XXXXI −
−1

 είναι nn , καθώς το διάνυσμα  έχει 

διαστάσεις 1n , οπότε η μοναδιαία μήτρα για να μπορεί να εκτελεστεί ο 

πολλαπλασιασμός πρέπει να είναι διαστάσεων nn . Το γινόμενο ( )( )XXXX 
−1

έχει 

διαστάσεις nn , καθώς οι διαστάσεις των παραγόντων του είναι ( )( )( )nkkkkn  . 

Παρατηρούμε επίσης ότι: 

 ( )( ) ( )( )XXXXIXXXXIe −=

−=

−− 11
  

Επιπλέον η μήτρα ( )( )XXXXI −
−1

 είναι συμμετρική γιατί -με βάση τις ιδιότητες 

των ανάστροφων μητρών- ισχύει ( )( ) ( )( )XXXXIXXXXI −=

−

−− 11
, συνεπώς: 

 ( ) ( )( ) ( )( )  XXXXIXXXXIEeeE −−=
−− 11

.  

Παρατηρούμε επίσης ότι η ίδια μήτρα ( )( )XXXXI −
−1

 είναι ταυτοδύναμη γιατί 

ισχύει ( )( ) ( )( ) ( )( )XXXXIXXXXIXXXXI −=−−
−−− 111

 με βάση τις ιδιότητες 

των μητρών, οπότε: 

 ( ) ( )( )  XXXXIEeeE −=
−1

 

Η αναμενόμενη τιμή που προκύπτει είναι βαθμωτό. Έτσι μπορούμε να 

χρησιμοποιήσουμε το ίχνος μητρών και τις ιδιότητες του. Συγκεκριμένα το ίχνος ενός 

βαθμωτού είναι το ίδιο το βαθμωτό, οπότε: 

 ( ) ( )( )   XXXXIEtreeE −=
−1

 

Ακολούθως καθώς ισχύει πως το ίχνος της αναμενόμενης τιμής ενός βαθμωτού είναι 

ίσο με την αναμενόμενη τιμή του ίχνους του βαθμωτού, οπότε:  

 ( ) ( )( )   XXXXItrEeeE −=
−1

 

Εφαρμόζουμε την ιδιότητα του ίχνους ( ) ( )BAtrABtr = , οπότε αν θεωρήσουμε ως 

( )( )XXXXIA −=
−1

  και ως =B , προκύπτει: 

 ( ) ( )( )  XXXXItrEeeE −=
−1

  

Αντιστρέφουμε τώρα τη σειρά υπολογισμού της αναμενόμενης τιμής και του ίχνους: 

 ( ) ( )( )  XXXXIEtreeE −=
−1

  

Υπολογίζουμε την αναμενόμενη τιμή της παράστασης, λαμβάνοντας υπόψιν τη μη 

στοχαστική φύση της μήτρας Χ: 

 ( ) ( ) ( )( ) XXXXIEtreeE −=
−1

  

Οπότε προκύπτει: 



 ( ) ( )( ) XXXXIItreeE −=
−12  

Εφαρμόζοντας την ιδιότητα του ίχνους ( ) ( )AtrcActr =  προκύπτει: 

 ( ) ( )( ) XXXXItreeE −=
−12  

Εφαρμόζοντας την ιδιότητα του ίχνους ( ) ( ) ( )BtrAtrBAtr =  προκύπτει: 

 ( ) ( ) ( )( ) XXXXtrItreeE −=
−12  

Εφαρμόζουμε την ιδιότητα του ίχνους ( ) ( )BAtrABtr =  στο δεύτερο αθροιστέο, οπότε 

αν θεωρήσουμε ως ( ) 1−
= XXXA  και ως XB =  προκύπτει: 

 ( ) ( ) ( )( ) 12 −
−= XXXXtrItreeE   

Εκτελώντας τις πράξεις προκύπτει: 

 ( ) ( ) ( ) ItrItreeE −= 2  

Το ίχνος εξ ορισμού είναι ίσο με το άθροισμα των στοιχείων της κύριας διαγωνίου. 

Στις μοναδιαίες μήτρες το ίχνος δίνει το πλήθος των στηλών ή γραμμών αυτών. Κατά 

συνέπεια το πρώτο ίχνος είναι ίσο με n , ενώ το δεύτερο με k  καθώς η δεύτερη 

μοναδιαία μήτρα έχει προκύψει από το γινόμενο ( ) 1−
 XXXX που σε όρους 

διαστάσεων είναι ( )( )kkkk  , οπότε: 

 ( )  kneeE −= 2  

Το αποτέλεσμα  που προέκυψε δεν είναι ακριβώς το επιθυμητό, δηλαδή 

( ) ( ) == EeeE 2 . Μπορούμε όμως να έχουμε αμερόληπτη εκτίμηση της 

διακύμανσης των καταλοίπων, αν διαιρέσουμε ότι βρήκαμε με ( )kn − , οπότε 

 
( ) ( )

( )


==
−

−
=

−


E

kn

kn

kn

eeE 2
2

. 

 

 

6. Ο συντελεστής προσδιορισμού 

Κατά τα γνωστά ισχύει: 

 XbXbyXbyyee +−= 2  

Για τον όρο XbXb  , παρατηρούμε πως αν στην ποσότητα Xb αντικαταστήσουμε το 

b με το ίσο του ( ) yXXX 
−1

προκύπτει πως ( ) yXXXXXbXbXb =
−1

. Εκτελούμε 

τις πράξεις και καταλήγουμε πως yXbXbXb = . Αντικαθιστούμε στην 

προηγούμενη σχέση, οπότε: 



 XbXbXbXbyyee +−= 2  

Εκτελούμε τις πράξεις: 

 XbXbyyee −=  

Γνωρίζουμε όμως πως Xby =ˆ . Αντικαθιστούμε στην προηγούμενη σχέση και 

προκύπτει: 

 yyyyee ˆˆ −=  

Αναδιατάσσουμε τους όρους της εξίσωσης: 

 eeyyyy += ˆˆ  

Η ανωτέρω παράσταση σημαίνει πως η συνολική μεταβλητότητα της εξαρτημένης 

μεταβλητής, η οποία είναι βαθμωτό, οφείλεται στο υπόδειγμα κατά την ποσότητα 

yy ˆˆ  και στον τυχαίο όρο κατά την ποσότητα ee . 

Διαιρώντας και τα δύο μέλη της εξίσωσης με την ποσότητα yy , προκύπτει: 

 
yy

ee

yy

yy




+




=

ˆˆ
1  

Ως συντελεστής προσδιορισμού ορίζεται η ποσότητα 
yy

yy



ˆˆ
 και συμβολίζεται με 2R .  

 Αν χρησιμοποιηθούν οι αρχικές τιμές της εξαρτημένης μεταβλητής (τιμές 

παρατήρησης και θεωρητικές τιμές) τότε ο συντελεστής προσδιορισμού καλείται μη 

κεντρικός συντελεστής προσδιορισμού (μετράει τη μεταβλητότητα ως προς το 

μηδέν). Αν χρησιμοποιηθούν οι αποκλίσεις από το μέσο όρο (οι τιμές από 

παρατήρηση και οι θεωρητικές τιμές ως γνωστόν έχουν τον ίδιο μέσο όρο) τότε 

καλείται απλώς συντελεστής προσδιορισμού (μετράει τη μεταβλητότητα από το 

μέσο όρο του δείγματος). Συνήθως χρησιμοποιείται ο συντελεστής προσδιορισμού. 

 

 

7. Για το συντελεστή προσδιορισμού χωρίς αποδείξεις   

• Ο συντελεστής προσδιορισμού παίρνει τιμές στο κλειστό διάστημα [0,1]. 

• Ο συντελεστής προσδιορισμού περιγράφει πόσο καλά ταιριάζουν τα δεδομένα 

στο υπόδειγμα. Τιμές κοντά στο 1 δείχνουν καλή προσαρμογή, τιμές κοντά 

στο 0 δείχνουν κακή προσαρμογή.  

• Ο συντελεστής προσδιορισμού μπορεί να χρησιμοποιηθεί για τη σύγκριση 

υποδειγμάτων ως προς το πόσο καλά περιγράφουν (τα υποδείγματα τα 

δεδομένα) με τρεις προϋποθέσεις: 



1. τα υποδείγματα πρέπει να έχουν τον ίδιο αριθμό ερμηνευτικών 

μεταβλητών, 

2. τα υποδείγματα πρέπει να έχουν σταθερό όρο και  

3. οι μονάδες μέτρησης της εξαρτημένης μεταβλητής πρέπει να είναι οι 

ίδιες. 

• Όταν διαφέρει το πλήθος των ερμηνευτικών μεταβλητών τότε χρησιμοποιείται 

ο προσηρμοσμένος συντελεστής προσδιορισμού, που συμβολίζεται με 2R  και 

δίνεται από τη σχέση: 

 ( )
kn

n
RR

−

−
−−=

1
11 22  

 

 

 



Γενικευμένο γραμμικό υπόδειγμα 

 

 

 

1 Υπόδειγμα γενικευμένης κλασικής παλινδρόμησης 

Γενίκευση της κλασικής παλινδρόμησης σημαίνει ότι τα κατάλοιπα μπορεί να είναι 

είτε ετεροσκεδαστικά, είτε αυτοσυσχετιζόμενα είτε και ετεροσκεδαστικά και 

αυτοσυσχετιζόμενα ταυτόχρονα. Τα δεδομένα όπως και στην κλασική παλινδρόμηση 

αποτελούνται από ένα στοχαστικό διάνυσμα y με διάσταση nx1  και μια μη 

στοχαστική μήτρα Χ με διαστάσεις nxk. Οι βασικές υποθέσεις για το γενικευμένο 

γραμμικό υπόδειγμα είναι οι ακόλουθες τέσσερις: 

( ) XyE = , δηλαδή ( ) 0=E   

( ) =yV , όπου η Σ είναι θετικά ορισμένη  

Χ μη στοχαστική  

βαθμός(Χ)=k  

 Η μόνη διαφορά με την κλασική παλινδρόμηση βρίσκεται στη δεύτερη 

υπόθεση. Συγκεκριμένα επιτρέπεται η εμφάνιση ετεροσκεδαστικότητας και 

αυτοσυσχέτισης. Η απαίτηση για θετικά ορισμένη μήτρα γίνεται για να μην 

εμφανίζονται εκφυλιστικές περιπτώσεις τέλειου γραμμικού συνδυασμού των y με τα 

x. Ανάλογα με τη μορφή της μήτρας προκύπτουν οι ειδικές μορφές του υποδείγματος, 

δηλαδή οι διάφορες μορφές της ετεροσκεδαστικότητας, της αυτοσυσχέτισης κλπ. 

 

2 Εκτίμηση με ελάχιστα τετράγωνα 

Η εφαρμογή της μεθόδου των ελαχίστων τετραγώνων στο γενικευμένο γραμμικό 

υπόδειγμα1 θα δώσει τους εκτιμητές: 

( ) yXXXb =
−1

, 

Xbye −= , 

( )( )yXXXXIe −=
−1

. 

Εφαρμόζοντας τους κανόνες των αναμενόμενων τιμών προκύπτει: 

( ) ( ) yXXXEbE =
−1

  

 
1  Αυτό σημαίνει ότι εφαρμόζουμε την κλασική μέθοδο ελαχίστων τετραγώνων αγνοώντας το γεγονός 

πως τα κατάλοιπα είναι ετεροσκεδαστικά και/ή αυτοσυσχετιζόμενα 



= (X’X)-1X’E[y] 

= (X’X)-1X’E[Xβ+ε] 

 = β + (X’X)-1X’E[ε] = β. 

V(b)=E[(X’X)-1X’ε) ((X’X)-1X’ε)’], 

καθώς ισχύει b = β + (X’X)-1X’ε, και κατά συνέπεια b-β=(X’X)-1X’ε. Εκτελώντας τις 

πράξεις προκύπτει:  

V(b) =E[(X’X)-1X’εε’Χ (X’X)-1] 

= [(X’X)-1X’Ε(εε’)Χ (X’X)-1] 

= [(X’X)-1X’ΣΧ (X’X)-1]. 

 Ο εκτιμητής ελαχίστων τετραγώνων b για το β παραμένει αμερόληπτος, η 

διακύμανση του όμως είναι διαφορετική από εκείνη του κλασσικού γραμμικού 

υποδείγματος. Για να δειχθεί τούτο εκτιμώνται η μήτρα διακυμάνσεων-

συνδιακυμάνσεων καθώς και η διακύμανση των καταλοίπων. 

 Η διακύμανση των καταλοίπων προκύπτει ξανά με τη βοήθεια των κανόνων 

των αναμενόμενων τιμών, ως εξής. 

Ε(e) = E(Y-Xb) 

= E[Xβ+ε-Χ(Χ’Χ)-1Χ’(Χβ+ε)] 

= Xβ+Ε(ε)-Χβ+ Χ(Χ’Χ)-1Χ’Ε(ε)=0. 

V(e)  = E[(Y-Xb)(Y-Xb)’] 

= E[(ε-Χ(Χ’Χ)-1Χ’ε)(ε-Χ(Χ’Χ)-1Χ’ε)’] 

= E[(I-Χ(Χ’Χ)-1Χ’)ε((Ι-Χ(Χ’Χ)-1Χ’)ε)’] 

= E[(I-Χ(Χ’Χ)-1Χ’)εε’(Ι-Χ(Χ’Χ)-1Χ’)] 

= (I-Χ(Χ’Χ)-1Χ’)Ε(εε’)(Ι-Χ(Χ’Χ)-1Χ’) 

= (I-Χ(Χ’Χ)-1Χ’)Σ(Ι-Χ(Χ’Χ)-1Χ’) 

Ο εκτιμητής της διακύμανσης των καταλοίπων που προκύπτει από τη μέθοδο 

των ελαχίστων τετραγώνων είναι s2=e’e/(n-k). 

Η αναμενόμενη τιμή του αθροίσματος των τετραγώνων των καταλοίπων 

ισούται με το ίχνος2 της μήτρας διακυμάνσεων-συνδιακυμάνσεων των καταλοίπων. 

E(e’e) = tr[(V(e)] 

 = tr[(I-Χ(Χ’Χ)-1Χ’)Σ(Ι-Χ(Χ’Χ)-1Χ’)], σύμφωνα με την τρίτη ιδιότητα ισχύει 

 = tr[(I-Χ(Χ’Χ)-1Χ’)(Ι-Χ(Χ’Χ)-1Χ’)Σ],3 

 
2  Ιχνος μίας (τετραγωνικής) μήτρας Α είναι το άθροισμα των στοιχείων της κυρίας διαγωνίου 

και συνήθως συμβολίζεται με tr(A). Αν λ είναι ένα βαθμωτό και Α, Β μήτρες κατάλληλων 

διαστάσεων, τότε ισχύουν: tr(λA)=λtr(A), tr(A+Β)=tr(Α)+tr(B) και tr(ΑΒ)=tr(ΒΑ) 



 = tr[(Ι-Χ(Χ’Χ)-1Χ’)Σ]. 

Κατά συνέπεια ο αμερόληπτος εκτιμητής της διακύμανσης είναι: 

Ε(s2)= tr[(Ι-Χ(Χ’Χ)-1Χ’)Σ]/(n-k). 

 Η μήτρα διακυμάνσεων συνδιακυμάνσεων των εκτιμητών είναι: 

V(b) =[tr[(Ι-Χ(Χ’Χ)-1Χ’)Σ]/(n-k)](X’X)-1, η οποία φυσικά διαφέρει από την 

παράσταση [(X’X)-1X’ΣΧ (X’X)-1]. Αυτό σημαίνει πως αν χρησιμοποιηθούν τα 

ελάχιστα τετράγωνα τότε η μήτρα διακυμάνσεων –συνδιακυμάνσεων των εκτιμητών 

θα είναι μεροληπτική. Συνεπώς απαιτείται η εύρεση ενός καλύτερου εκτιμητή. Αυτό 

μπορεί να γίνει γιατί με το θεώρημα Gauss-Markov αποδεικνύεται πως η μέθοδος 

ελαχίστων τετραγώνων δίνει άριστους γραμμικούς εκτιμητές4 (δηλαδή με την 

ελάχιστη διακύμανση) αν ισχύει V(y)=σ2Ι,. δηλαδή αν η διαδικασία της εκτίμησης 

μετασχηματισθεί με τον κατάλληλο τρόπο ώστε να ισχύει η υπόθεση του 

θεωρήματος. 

 

3 Εκτίμηση με γενικευμένα ελάχιστα τετράγωνα 

Η εκτίμηση του διανύσματος β στηρίζεται στο ακόλουθο θεώρημα, γνωστό ως 

θεώρημα του Aitken. 

Θεώρημα του Aitken: Αν στο γενικευμένο γραμμικό υπόδειγμα η μήτρα Σ είναι 

γνωστή, τότε ο MVLUE εκτιμητής του β είναι ο εκτιμητής των γενικευμένων 

ελαχίστων τετραγώνων, που δίνεται από τη σχέση b = (X’Σ-1Χ)-1Χ’Σ-1y, ενώ η 

διακύμανση του εκτιμητή από τη σχέση V(b) = (X’Σ-1Χ)-1. 

Απόδειξη. Η μήτρα Σ είναι συμμετρική και θετικά ορισμένη και ως εκ τούτου μπορεί 

να αναλυθεί σε γινόμενο μητρών. Τέτοιο γινόμενο μπορεί να προκύψει με τη βοήθεια 

των ιδιοτιμών και των ιδιοδιανυσμάτων5, με την ακόλουθη διαδικασία. Έστω ότι Λ 

είναι μία μήτρα διαγώνια μήτρα με διαστάσεις ίσες με τη Σ, στη διαγώνιο της οποίας 

βρίσκονται οι ιδιοτιμές της Σ. Έστω ακόμα ότι Η είναι μια μήτρα που περιέχει όλα τα 

κανονικοποιημένα ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν στις ιδιοτιμές της Σ. Συνεπώς 

από τις ιδιότητες των ιδιοτιμών και ιδιοδιανυσμάτων ισχύει Σ=ΗΛΗ’. Συνεπώς αν 

ορισθεί ως μήτρα Ρ η μήτρα ΗΛ1/2, τότε η μήτρα Σ έχει αναλυθεί σε γινόμενο 

μητρών. 

 
3  Η μήτρα I-Χ(Χ’Χ)-1Χ’ είναι ταυτοδύναμη, δηλαδή αν πολλαπλασιασθεί με τον εαυτό της 

δίνει ως αποτέλεσμα τον εαυτό της. Η συγκεκριμένη δε μήτρα καλείται μήτρα προβολής. 
4  Οι εκτιμητές αυτοί είναι γνωστοί στην οικονομετρική ορολογία ως MVLUE, δηλαδή 

Minimum Variance Linear Unbiased Estimators. 
5  Η εν λόγω μέθοδος καλείται φασματική ανάλυση. Άλλες τεχνικές ανάλυσης μιάς μήτρας σε 

γινόμενο είναι η ανάλυση Cholesky και η  SVD. 



 Εφόσον υπάρχει η δυνατότητα να αναλυθεί η Σ σε γινόμενο, ισχύει: 

Σ-1=Ρ’Ρ και Σ=Ρ-1Ρ-1’6 

Προπολλαπλασιάζοντας με τη μήτρα Ρ το γενικευμένο υπόδειγμα y=Χβ+ε ισχύει 

Ρy=PΧβ+Pε. Θέτοντας Ρy=y* PΧ=Χ* Pε=ε* και αντικαθιστώντας αντίστοιχα στο 

προπολλαπλασιασμένο υπόδειγμα προκύπτει το ακόλουθο μετασχηματισμένο 

υπόδειγμα: 

y*=Χ*β+ε* 

Στο μετασχηματισμένο υπόδειγμα μπορούν να εφαρμοσθούν τα ελάχιστα 

τετράγωνα, γιατί ισχύουν οι υποθέσεις, δηλαδή η αναμενόμενη τιμή των καταλοίπων 

ε* ισούται με μηδέν και η διακύμανση τους με σ2Ι. Αυτό αποδεικνύεται με τη βοήθεια 

των ιδιοτήτων των αναμενόμενων τιμών ακολούθως. 

Για την αναμενόμενη τιμή των καταλοίπων του μετασχηματισμένου 

υποδείγματος ισχύει: 

Ε(ε*) =Ε(Ρε) 

 =ΡΕ(ε)=0. 

Η μήτρα Ρ δεν είναι στοχαστική αφού έχει προκύψει .από τη Σ που 

αναφέρεται στον πληθυσμό και ως εκ τούτου είναι μήτρα με αριθμούς και όχι τυχαίες 

μεταβλητές. Το διάνυσμα ε έχει αναμενόμενη τιμή εξ υποθέσεως ίση με το μηδέν.  

Για την μήτρα διακυμάνσεων συνδιακυμάνσεων των καταλοίπων του 

μετασχηματισμένου υποδείγματος ισχύει: 

Ε(ε*ε*’) =Ε(Ρεε’Ρ’) 

  =ΡΕ(εε’)Ρ 

  =σ2ΡΣΡ’, αντικαθιστώντας τη Σ με το ίσο της 

  =σ2ΡΡ-1Ρ’Ρ-1’ 

  =σ2Ι. 

Επομένως για το μετασχηματισμένο υπόδειγμα ισχύουν οι υποθέσεις της κλασικής 

παλινδρόμησης. Κατά συνέπεια εφαρμόζονται στα μετασχηματισμένα στοιχεία οι 

γνωστές σχέσεις και προκύπτουν οι εκτιμητές και οι διακυμάνσεις του γενικευμένου 

γραμμικού υποδείγματος, ή εκτιμητές Aitken. 

Ο εκτιμητής Aitken προκύπτει ως εξής: 

b =(X*’X*)-1X*’y* 

 =(X’P’PX)-1X’P’Py 

 
6  Από την ιδιότητα των μητρών (AB)-1=B-1A-1,  αν τεθεί ως Α=Ρ και Β=Ρ’. 



 =(X’Σ-1Χ)Χ’Σ-1y 

Ο εκτιμητής είναι αμερόληπτος γιατί διαδοχικά ισχύει: 

Ε(b) =E[(X’Σ-1Χ)-1Χ’Σ-1y] 

 =E[(X’Σ-1Χ)-1Χ’Σ-1(Xβ+ε)] 

 =Ε[(X’Σ-1Χ)-1Χ’Σ-1Xβ+(X’Σ-1Χ)-1Χ’Σ-1ε] 

 =β+(X’Σ-1Χ)-1Χ’Σ-1Ε(ε)=β. 

 Για τη διακύμανση του εκτιμητή ισχύουν: 

V(b) =E[(X’Σ-1Χ)-1X’ Σ-1ε) ((X’Σ-1Χ)-1X’ Σ-1ε)’], 

καθώς ισχύει b = β + (X’Σ-1Χ)-1X’ Σ-1ε, και κατά συνέπεια b-β=(X’X)-1X’ Σ-1ε. 

Εκτελώντας τις πράξεις προκύπτει:  

V(b) =E[(X’Σ-1Χ)-1X’Σ-1εε’ Σ-1Χ(X’Σ-1Χ)-1] 

=[(X’Σ-1Χ)-1X’Σ-1Ε(εε’) Σ-1Χ(X’Σ-1Χ)-1] 

=[(X’Σ-1Χ)-1X’Σ-1Σ Σ-1Χ (X’Σ-1Χ)-1] 

=[(X’Σ-1Χ)-1X’Σ-1Χ (X’Σ-1Χ)-1] = (X’Σ-1Χ)-1. 

Για την αμερόληπτη εκτίμηση της διακύμανσης των καταλοίπων χρειάζεται 

να υπολογισθούν τα κατάλοιπα. του μετασχηματισμένου υποδείγματος. Αυτά είναι 

e*=y*-X*b. Αντικαθιστώντας κατάλληλα προκύπτει  

e* =Py-PXb 

 =Py-PX(X’Σ-1Χ)-1Χ’Σ-1y 

 =P[I-X(X’Σ-1Χ)-1Χ’Σ-1]y 

Το άθροισμα των τετραγώνων των καταλοίπων είναι: 

e*’e* = y’[I-X(X’Σ-1Χ)-1Χ’Σ-1]’P’P[I-X(X’Σ-1Χ)-1Χ’Σ-1]y 

 =y’[I-Σ-1X(X’Σ-1Χ)-1Χ’Σ-1][I-X(X’Σ-1Χ)-1Χ’Σ-1]y. 

 =y’[I-Σ-1X(X’Σ-1Χ)-1Χ’Σ-1][I-X(X’Σ-1Χ)-1Χ’Σ-1]y 

 =y’[[I-Σ-1X(X’Σ-1Χ)-1Χ’Σ-1][I-X(X’Σ-1Χ)-1Χ’Σ-1]]y 

 =y’[[Σ-1-Σ-1X(X’Σ-1Χ)-1Χ’Σ-1- Σ-1X(X’Σ-1Χ)-1Χ’Σ-1+ 

+ Σ-1X(X’Σ-1Χ)-1(X’Σ-1Χ)(X’Σ-1Χ)-1Χ’Σ-1]y 

 =y’Σ-1[I-X(X’Σ-1Χ)-1Χ’Σ-1]y 

 =(β’Χ’+ε’)Σ-1[I-X(X’Σ-1Χ)-1Χ’Σ-1](Χβ+ε). 

=β’Χ’ Σ-1[I-X(X’Σ-1Χ)-1Χ’Σ-1]Χβ 

+ε’Σ-1[I-X(X’Σ-1Χ)-1Χ’Σ-1]Χβ 

+β’Χ’Σ-1[I-X(X’Σ-1Χ)-1Χ’Σ-1]ε 

+ε’Σ-1[I-X(X’Σ-1Χ)-1Χ’Σ-1]ε 



=β’Χ’ Σ-1Χβ - β’Χ’ Σ-1X(X’Σ-1Χ)-1Χ’Σ-1Χβ 

+ε’Σ-1Χβ - ε’Σ-1X(X’Σ-1Χ)-1Χ’Σ-1Χβ 

+β’Χ’Σ-1 ε - β’Χ’Σ-1X(X’Σ-1Χ)-1Χ’Σ-1ε 

+ε’Σ-1[I-X(X’Σ-1Χ)-1Χ’Σ-1]ε 

 =ε’Σ-1[I-X(X’Σ-1Χ)-1Χ’Σ-1]ε 

Η αμερόληπτη εκτίμηση της διακύμανσης είναι η αναμενόμενη τιμή της ανωτέρω 

παράστασης. Συνεπώς ισχύει: 

Ε(e*’e*) =Ε(ε’Σ-1[I-X(X’Σ-1Χ)-1Χ’Σ-1]ε)=tr[Ε(ε’Σ-1[I-X(X’Σ-1Χ)-1Χ’Σ-1]ε)]7 

  =Ε[tr(ε’Σ-1[I-X(X’Σ-1Χ)-1Χ’Σ-1]ε)] 

  =Ε[tr(Σ-1[I-X(X’Σ-1Χ)-1Χ’Σ-1]ε ε’)] 

  =tr[E(Σ-1[I-X(X’Σ-1Χ)-1Χ’Σ-1]ε ε’)] 

  =tr[Σ-1[I-X(X’Σ-1Χ)-1Χ’Σ-1]E(ε ε’)] 

  =σ2tr[Σ-1[I-X(X’Σ-1Χ)-1Χ’Σ-1]Σ] 

  =σ2tr[Σ-1Σ[I-X(X’Σ-1Χ)-1Χ’Σ-1]] 

  =σ2tr[I-X(X’Σ-1Χ)-1Χ’Σ-1] 

  =σ2[tr(In)-tr(X(X’Σ-1Χ)-1Χ’Σ-1)]8 

  =σ2[n-tr((X’Σ-1Χ)-1Χ’Σ-1 X] 

  =σ2[n-tr(Ιk)]
9 

  =σ2[n-k]. 

Αν η σ2 είναι ως συνήθως άγνωστη, τότε χρησιμοποιείται ως εκτιμητής της 

s2 =e*’e*/(n-k). 

Ο εκτιμητής αυτός είναι αμερόληπτος γιατί η αναμενόμενη τιμή του ισούται 

με την τιμή της παραμέτρου στον πληθυσμό. 

Ε(s2) =Ε[e*’e*/(n-k)] 

 =σ2[n-k]/[n-k] 

 =σ2. 

 

 

 
7  Από τις ιδιότητες του ίχνους είναι γνωστό πως το ίχνος ενός αριθμού είναι ο ίδιος ο αριθμός. 

Στην προκείμενη περίπτωση το άθροισμα των τετραγώνων των καταλοίπων είναι αριθμός. 

Επομένως ισχύει πως το ίχνος της αναμενόμενης τιμής μιας μεταβλητής ισούται με την 

αναμενόμενη τιμή του ίχνους της μεταβλητής, δηλαδή ενός αριθμού-βαθμωτού. 
8  Η μοναδιαία μήτρα Ι έχει διαστάσεις nxn, όσες και οι παρατηρήσεις, επομένως το ίχνος της 

ισούται με το μέγεθος του δείγματος. Ο δείκτης n χρησιμεύει για να μην υπάρχει σύγχυση με 

τις διαστάσεις της μήτρας. 
9  Η μήτρα Χ’Σ-1Χ έχει διαστάσεις kxk. Τούτο συμβαίνει επειδή οι μήτρες Χ’, Σ-1 και Χ έχουν 

διαστάσεις kxn, nxn και nxk  αντιστοίχως. 


